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Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

Vz2e€C:P(z)=2' -2 -2*—2-2.
Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Vis, at tallet z = ¢ er rod i polynomiet P. Bestem dernaest samtlige
rgdder i polynomiet P.

Losning. Ved indsattelse i ligningen ser vi, at P(i) = 0. Da poly-

nomiet P € Rl[z], ved vi, at ogsa tallet z = —i er en rod i P. Da vil
polynomiet P(z) = (2 —i)(z+1) = 22+ 1 veere divisor i P, og vi finder,
at

P()= (2 = 2= 2)(z+1) = (2 4 1)(z = 2)(* + 1),

hvoraf det fremgar, at polynomiet P har rodderne z = —1,2 =2,z =1
og z = —i.



(2)

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x).

Lgsning. Vi finder straks, at

T = cle_t + 0262t + c3cost + cysint, hvor c¢q,cs,c3,¢4 € R.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lagsning. En speciel lgsning til differentialligningen (xx) er af formen
7 = Ae'. Ved indsattelse i denne differentialligning far vi, at A = —4,
sa man har altsa, at

T =cre b+ c9e® + c3cost + eqsint — 4et, hvor ¢, co,c3,c4 € R.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x * x).

Lgsning. Vi gaetter pa en speciel lgsning af formen
" = At* + Bt* + Ct + D,

og ved indseettelse finder vi, at A = —-2,B=3,C =3 0g D =8, sa vi
opnar, at

T = cre Hcpe? 43 cos t+cy sin t—263 43124348, hvor ¢, ¢a, c3, ¢4 € R.

For ethvert s € R betragter vi den homogene, linezre differentiallig-
ning
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Opstil Routh-Hurwitz matricen Ay4(s) for differentialligningen (x ),
og bestem de s € R, hvor (x % xx) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Routh-Hurwitz matricen for den pagaeldende differential-
ligning er

1
2
A4(S) - 1
1

S O = =
N = & O
n O OO



De ledende hovedunderdeterminanter for denne matrix er D; = 1, Dy =
1,D3 =1—sog Dy = s(1—s). Hvis alle disse ledende hovedunderdeter-
minanter skal vaere positive, ma vi kraeve, at 0 < s < 1. Eller anderledes
skrevet, at s €10, 1].

Opgave 2. Vi betragter korrespondancen F': R — R, som er givet ved
forskriften

[1,2], forz<0
F(z)=<1-3,3], for0<z<3 .
[0,1], forz >3

og den funktion f:R? — R, som er defineret ved udtrykket

(1)

V(z,y) € R*: f(z,y) = 2* + y°x.

Vis, at korrespondancen F' har afsluttet graf egenskaben, at den ikke
er nedad hemikontinuert, men at den er opad hemikontinuert.

Lgsning. Det er klart, at grafen for korrespondancen F' er afsluttet i
meengden R?, s& F har afsluttet graf egenskaben. Lad os nu betragte
en folge (xy), hvor ethvert folgeelement x, < 0. Og lad os antage, at
(zx) — 0. Der findes da ingen konvergent folge (yx), sa yx € F(zx) =
[1,2] for ethvert k € N, og saledes at graensepunktet for (y;) ery =3 €
F(0). Altsa er korrespondancen F' ikke nedad hemikontinuert. Da F
har afsluttet graf egenskaben, og da alle meengderne F'(z) er afsluttede
delmeengder af den kompakte meangde [—3, 3], er korrespondancen F
opad hemikontinuert.

Bestem fixpunkterne for korrespondancen F'.

Altsa de punkter z* € R, hvorom det geelder, at z* € F(x*).

Lgsning. Vi ser, at fixpunkterne for korrespondancen F' er alle punkter
x* € [0,3], thi for netop disse punkter geelder det, at 2* € F(z%).

Bestem en forskrift for den maksimale veerdifunktion v, : R — R, som
er defineret ved udtrykket

VaeeR:v,(r)=max{f(z,y) |y € F(x)}.



Lgsning. Vi ser, at

2>+, forxz <0, hvor y =1

0, for x = 0, hvor y € [-3, 3]
22+ 92, for0<ax <3, hvory =43
22 +x, forx >3 hvory=1

vy () =

Bestem en forskrift for den maksimale vaerdikorrespondance M, : R —
R, som er defineret ved udtrykket

VeeR:My(x)={y € F(x) | f(z,y) = vu(r)}.

Lgsning. Vi ser umiddelbart, at

{1}, for x <0
[-3,3], forz=0
{=3,3}, for0<z<3"
{1}, forz >3

M,(z) =

Vis, at den maksimale veerdikorrespondance M, ikke har afsluttet graf
egenskaben, at den ikke er nedad hemikontinuert, og at den ikke er
opad hemikontinuert.

Lgsning. Grafen for korrespondancen M, er ikke afsluttet, sa den
har ikke afsluttet graf egenskaben. Lad os nu betragte en folge (),
hvor ethvert folgeelement z;, < 0. Og lad os antage, at (zx) — 0. Der
findes da ingen konvergent folge (yx), sa yx € M, (zx) = {1} for ethvert
k € N, og saledes at graensepunktet for (yx) er y = 3 € M,(0). Altsa
er korrespondancen M, ikke nedad hemikontinuert. Det ses ogsa, at
vi kan veelge en aben omegn U omkring M,(3) = {—3,3}, sadan at
M, (x), for x > 0 ikke er en delmeengde af U. Dette viser, at M, ikke
er opad hemikontinuert.

Bestem evt. fixpunkter for den maksimale veerdikorrespondance M,,.

Lgsning. Korrespondancen M, har punkterne 0 og 3 som sine fix-
punkter.



Opgave 3. Vi betragter vektordifferentialligningen

dx
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(1) Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (§).

hvor z € R3 og

Lgsning. Matricen A har det karakteristiske polynomimn
P(t) = ((3—1)* = 4)(T - 1),

og de karalteristiske rgdder er derfor ¢; = 1,5, = 5 og t3 = 7. Disse
rodder er egenveerdierne for matricen A. Herefter ser vi, at A har
egenrumimene

V(1) = N(A—FE) = span{(—1,1,0)}, V(5) = N(A—5F) = span{(1,1,0)}

" V(5) = N(A—TE) = span{(0,0,1)}.

Herefter finder vi, at

-1 1 0
x = et 1 4™ 1 | +e3e™| 0 ,
0 0 1

hvor ¢y, c9,c3 € R.
(2) Opskriv fundamentalmatricen ®(t) for vektordifferentialligningen (§).

Lgsning. Vi far, at



(3) Bestem resolventen R(t,0) for vektordifferentiallignigen (§), idet udgangs-
punktet er ty = 0.

Lgsning. Vi finder, at

-1 10 -2 10
0)=| 1 10| og(@0)t={ & %o
0 0 1 0 0 1
sa
;et_’_% 5t _%et+%e5t 0
R(t,0) = 2(D)(@(0)) " = | —g¢' + 5 je+je 0
0 0 eft

Opgave 4. Vi betragter integralet
V2
I(z) = / (2u2 + 2% + :c) dt,
0

hvor z(0) = -3, 2(V2) =€ — L og & = f(t,z,u) = 2u.

-1
Vi skal lgse dette optimale kontrolproblem, hvor man altsa har, at

F(t,z,u) = 2u® + 2% + x.

(1) Opskriv Hamiltonfunktionen H = H (t, z,u, p) for dette optimale kon-
trolproblem.

Lgsning. Hamiltonfunktionen er givet ved udtrykket
H = H(t,x,u,p) = 2u® + 2> + z + 2pu.

(2) Afggr, om dette optimale kontrolproblemet er et maksimums- eller et
minimumsproblem.

Lgsning. Vi ser, at
OH oH
ox ou

Hessematricen for funktionen H(x,u) er

v (20
H <0 4)'

Dette viser, at der er tale om et optimalt minimumsproblem.



(3) Bestem det optimale par (z*,u*) for dette optimale kontrolproblem.

Lgsning. Vi finder forst, at p = —2u = —2, sa 2x + 1 = &. Altsa har
vi, at & — 2z = 1. Det karakteristiske polynomium for den tilhgrende
homogene differentialligning er P(A\) = A\? — 2, som abenbart har de
karakteristiske rgdder A\ = ++/2. En speciel lgsning til den inhomogene
differentialligning er en konstant, og vi ser, at denne konstant skal veere
k=-1.

2
Den fuldsteendige 1gsning til den givne differentialligning er derfor givet
ved udtrykket

1
z = AeV? + Be V2 _ 3 hvor A, B € R.
Da z(0) = —1%, ser vi, at B = —A, sa

—35

1
x = A(e‘/it — e_ﬂt> ~ 5 hvor A € R,

og idet z(v/2) = €2 — L far vi, at A = 54— = £
Dette viser, at
.T* = 64 (eﬂt — eiﬁt> — 1
et —1 2’
og at
- % \/564 V2t —V/2t
r = @47—1<6 +e )a
sa
e’ VB, V3
ut = 7(6 2 4 o t)_

V2(et = 1)



